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转轴裂纹扩展的可靠性灵敏度分析
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摘� � � 要: 在 Par is�Erdog an裂纹扩展模型的基础上,考虑裂纹扩展模型的随机参数影响,采用裂纹长度失

效准则建立了旋转机械转轴裂纹扩展的可靠性模型,应用随机摄动理论和 K ronecker代数导出了状态函数的

前四阶矩,应用应力�强度干涉理论和四阶矩技术确定了转轴裂纹扩展的可靠度,利用矩阵微分理论和灵敏度

技术系统地研究了转轴裂纹扩展的可靠性灵敏度问题.
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Abstract: Based on the Paris�Erdo gan crack pro pagat ion model, the ef fect of random pa�
r am eters on the crack pro pagat ion model w as considered. T he r eliability m odel for crack

pro pagat ion of r otat ing shaf t in ro tat ing machiner y w as presented by the crack length failure

criteria. T he f ir st four mom ents o f state funct ion w ere derived fro m the r ando m perturbat ion

theory and the Kronecker alg ebra. The reliability of cr ack pro pagat ion w as determined by u�
sing the st ress�st reng th interfer ence theo ry and the fourth mo ment method. The reliability

sensitiv ity analy sis of crack propag ation w as studied by using the matrix calculus theory and

sensitiv ity technique.
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� � 在旋转机械中, 转轴裂纹已成为常见的故障.

转轴裂纹与其他旋转机械转子系统故障(碰摩、支

撑松动)相比, 更具有危险性和破坏性
[ 1]

. 转轴在

制造过程中不可避免的存在着一些微小的裂纹.

由于工作条件和环境等因素的影响, 这些微小的

裂纹会随着工作的时间而增长. 如果不能有效的

对转轴裂纹扩展进行实时跟踪和故障预测,就极

容易发生转轴断裂事故.因此对于转轴裂纹扩展

的可靠性灵敏度问题显得尤为重要.

可靠性灵敏度设计是在可靠性分析的基础上

进行的灵敏度设计, 更能直观地从定量分析反映

随机参数对系统可靠性的影响. 在实际工程设计

中,若系统某随机参数对结构的失效有较大的影

响, 则在设计和制造过程中要研究加以控制; 反

之,如果某随机参数的变异性对结构系统可靠性

的影响不显著,则在结构设计时,就可以把它当成

确定量来处理以减小随机参数的数目. 目前,结构

可靠性灵敏度计算方法已有了较大的发展 [ 2�7] ,这
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些方法提供了有效的可靠性灵敏度的计算方法.

本文基于 Par is�Erdog an 裂纹扩展模型, 考

虑了转轴相关参数的随机性, 采用裂纹长度模型,

建立转轴裂纹随机扩展的可靠性模型, 应用随机

摄动理论确定状态函数的前四阶矩, 结合四阶矩

技术、可靠性理论和灵敏度理论研究了转轴裂纹

扩展的可靠性灵敏度问题,从而为转轴裂纹扩展

的预防提供了一定的理论依据.

1 � 疲劳裂纹扩展模型

� � 疲劳裂纹扩展模型通常用 da/ dN = L( �K ,

K max , S , a, �) 函数来描述, 目前工程上采用最

多的是 Paris�Erdo gan公式 [ 8] ,即

da
dN

= C( �K )
m ( 1)

式中 a 为裂纹长度. N 为应力循环次数. m 和 C

为材料系数, 在实际工程中, m 和C 具有很强的

随机性.一般情况下,参数 m 服从正态分布,参数

C服从对数正态分布. �K 为应力强度变程,根据

线弹性断裂力学理论,其表达式为

�K = F( �) S  a = FeFsF wFgS  a ( 2)

式中 S 为应力变程, F( �)为与应力集中有关的几

何因子函数, �为转轴裂纹的深度比( �= !/ D , !

为转轴裂纹深度, D 为转轴直径) . Fe , F s, Fw , F g

分别为裂纹形状因子、自由表面因子、有限宽度因

子和应力梯度因子. 根据 Daoud和 Cartw right采

用有限元方法对 F( �)的研究,表面裂纹几何因子

F( �)可以表示为[ 9]

F( �) = 1. 04- 3. 64�+ 16. 86�2
-

32. 59�
3
+ 28. 41�

4
( 3)

对式( 1)分离变量并积分可得

�  
a
N

a
0

da

[ F (�)  a]
m
= 

N

0
C�S m

dN = C�S m
N ( 4)

式中 a0 为初始裂纹长度, �S 为循环应力幅值.

2 � 随机摄动理论

� � 设系统状态函数为 g(X ) , g(X) 为系统随机

参数向量 X的函数. X和g (X) 可表示为

X = Xd + ∀X p ( 7)

g(X) = g d(X) + ∀g p(X) ( 8)

式中 ∀为一小参数,下标为 d的部分表示随机参

数中的确定部分,下标为 p的部分表示随机参数

中的随机部分, 且具有零均值.显然要求随机部分

要比确定部分小得多. 对式( 7)、式 ( 8)取数学期

望,有

E(X) = E(X d ) + ∀E ( Xp ) = X d = �X ( 9)

E[ g( X) ] = E [ gd(X ) ] + ∀E [ gp ( X) ] =

gd ( X) = g( �X ) ( 10)

同理,根据 Kr onecker 代数理论,随机参数 X

和状态函数g (X) 的方差、三阶矩、四阶矩可分别

表示为

Var(X) = E { [ X - E(X ) ]
[ 2]

} = ∀
2
[ X

[ 2]
p ]

( 11a)

T m( X) = E{ [ X - E (X) ]
[ 3] } = ∀3 [ X[ 3]

p ]

( 11b)

Fm (X) = E { [ X - E(X ) ] [ 4] } = ∀4 [ X[ 4]
p ]

( 11c)

V ar[ g(X) ] = E{ [ g(X) - E( g(X ) ) ]
[ 2]

} =

∀
2
{ [ gp ( X) ]

[ 2]
} ( 12a)

T m[ g( X) ] = E { [ g( X) - E ( g( X) ) ] [ 3] } =

∀3 { [ gp ( X) ] [ 3]
} ( 12b)

Fm[ g(X) ] = E{ [ g(X) - E( g(X ) ) ]
[ 4]

} =

∀
4
{ [ gp ( X) ]

[ 4]
} ( 12c)

式中 P
[ k]

= P  P
[ k- 1]

= P  P  �  P ,符号

 代表 Kro necker 积, 定义为 (A) p! q ( B) s! t =

[ aijB ] ps! qt .

根据向量值和矩阵值函数的 Taylo r 展开式,

当随机参数的随机部分比其确定部分小得多时,

可以把 g p(X) 在 E (X) = �X 附近展开到一阶为
止,有

g p(X) =
!g( �X)
!XT Xp ( 13)

把式( 13)代入式( 12) ,有

V ar[ g(X ) ] = ∀2
E

!g ( �X)
!X T

[ 2]

X
[ 2]
p =

!g( �X )
!XT

[ 2]

[ Var( X) ] ( 14a)

T m[ g( X) ] = ∀3
E

!g( �X )
!XT

[ 3]

X
[ 3]
p =

!g( �X )
!X T

[ 3]

[ Tm ( X) ] ( 14b)

Fm[ g(X ) ] = ∀4
E

!g ( �X)
!X T

[ 4]

X
[ 4]
p =

!g( �X )
!XT

[ 4]

[ Fm( X) ] ( 14c)

式中 Var( X ) , T m( X) , Fm( X)分别为随机参数的

方差向量、三阶矩向量和四阶矩向量.

3 � 可靠性分析

� � 目前,国内外在疲劳裂纹扩展可靠性分析问

题上的研究,其安全状态方程主要采用三种模型,
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即断裂强度模型、裂纹长度模型、疲劳寿命模型.

断裂强度模型是以含裂纹结构的断裂强度为随机

变量,通过对断裂强度在随机载荷下随时间变化

规律的研究,从而确定其寿命参数,应用应力强度

干涉理论确定其结构可靠性; 疲劳寿命模型是通

过对疲劳寿命和疲劳损伤累积规律的研究,以含

裂纹结构的疲劳寿命为随机变量来估算结构可靠

性的方法.裂纹长度模型是在研究裂纹随机扩展

的基础上,以裂纹长度作为判据对含裂纹结构可

靠性加以分析[ 10] . 本文采用裂纹长度模型, 因此

转轴裂纹扩展的可靠性状态函数定义为

g aL , aN = aL - aN ( 15)

式中 aL 为临界裂纹长度, aN 为经过 N 次循环后

的裂纹长度. g( aL , aN ) 表示了转轴的两种状态,即

g aL , aN > 0 � 为安全状态

g aL , aN ∀ 0 � 为失效状态
( 16)

对式( 4)积分可得到转轴裂纹尺寸 aN 表达

式( m # 2 ) ,即

� aN = a
2- m

2
0 +

2 - m
2

C�S m 
m
2 F

m
(�) N

2
2- m

( 17)

根据随机摄动理论, 转轴裂纹尺寸 aN 的均

值、方差、三阶矩和四阶矩可以分别表示为随机参

数矩阵 B = [ a0m C �S ] T 的函数,即

E( aN ) = aN ( �B) ( 18)

Var( aN ) =
!aN ( �B)

!( B)
T

[ 2]

Var( B) ( 19)

T m( aN ) =
!aN ( �B)

!( B)
T

[ 3]

T m( B) ( 20)

Fm( aN ) =
!aN ( �B)

!( B)
T

[ 4]

Fm( B) ( 21)

因此状态函数 g( aL , aN ) 的前四阶矩可以表

示为

#g = E g( aL , aN ) = E ( aL ) - E ( aN ) = ua
L
- ua

N

!
2
g = Var g( aL , aN ) = !

2
a
L
+ !

2
a
N

∃g = E g( aL , aN ) - g( aL , aN )
3
= Tm( aL ) - T m( aN )

%g = E g( aL , aN ) - g( aL , aN )
4
= Fm( aL ) + Fm ( aN ) + 6Var( aL ) Var( aN )

( 22)

� � 根据四阶矩技术,可靠性指标 &定义为

&=
3( ∋4g - 1) ug / !g + !3g ( #2

g / !2
g - 1)

(9∋4g - 5!2
3g - 9) (∋4 g - 1)

( 23)

式中 ∋3g = ∃g / !3
g , ∋4g = %g / !

4
g 分别为状态函数的

偏态系数和峰态系数.对于任意的随机变量, 其偏

态系数和峰态系数有如下的关系:

∋4g ∃∋2
3g + 1 ( 24)

据此旋转机械转轴裂纹扩展的可靠度为

R( &) = 1 - ((- &) = (( &) ( 25)

式中 ((%) 为标准正态分布函数.

4 � 可靠性灵敏度分析

� � 裂纹扩展可靠度 R 对随机参数向量B 的均

值的可靠性灵敏度为

DR (&)
D�B T =

!R(&)
!&

!&
!ug

!ug

!ua
N

!ua
N

!�BT ( 26)

式中
!R(&)
!& = )(&) ( 27)

!&
!ug

=
3(∋4 g - 1) / !g + 2∋3g #g / !

2
g

( 9∋4g - 5∋
2
3g - 9) ( ∋4g - 1)

( 28)

!ug

!ua
N

= - 1 ( 29)

!ua
N

!�BT =
!ua

N

!b1

!ua
N

!b2
�

!ua
N

!bn
( 30)

裂纹扩展可靠度 R 对随机参数向量 B 的方

差的可靠性灵敏度为

DR ( &)
DVar(B)

=
!R( &)
!&

!&
!!g

!!g

!!a
N

!!aN
!V ar( B)

( 31)

式中

!&
!!g

=
- 3( ∋4g - 1)

ug

!
2
g
+ 2∋3g

u
2
g

!
3
g
+

12∋4gug

!
2
g

+
3∋3g

!g

u
2
g

!2
g
- 1

( 9∋4 g - 5∋
2
3g - 9) ( ∋4g - 1)

-

1
2

-
36∋4g

!g
+

30∋
2
3g

!g
(∋4g - 1) - (9∋4g - 5∋2

3g - 9)
4∋4g

!g

(9∋4g - 5∋2
3g - 9) 3

( ∋4g - 1) 3
!

3( ∋4g - 1)
ug

!g
+ ∋3g

u
2
g

!2
g
- 1

(9∋4g - 5∋2
3g - 9) 3

(∋4g - 1) 3
( 32)

!!g

!!a
N

=
!a

N

!g
( 33)

!!a
N

!Var(B)
=

1
2!g

!ua
N

!B  
!ua

N

!B
( 34)
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把已知条件和可靠性分析的计算结果代入式

( 26)和( 30) ,就可以获得可靠性灵敏度 DR / D�B
和DR / DVar( B) .

5 � 数值算例

� � 若某一旋转机械为不间断连续工作,转轴的

随机变量统计特性如表 1所示.临界裂纹长度 aL

作为随机变量, 其变异系数为 0. 05, 三阶矩

Tm ( aL ) 和四阶矩Fm( aL ) 可根据式( 24)确定.试

确定此转轴裂纹扩展的可靠性灵敏度.

经过计算得到此转轴裂纹扩展的可靠性指

标、可靠度和可靠性灵敏度.表 2给出了本文方法

和 Mo nte Carlo 方法所计算出的可靠度对随机参

数均值的灵敏度. 表 3 给出了本文方法和 Mo nte

Car lo方法
[ 11]
所计算出的可靠度对随机参数方差

的灵敏度.从表 2可以看出,裂纹初始长度 a0、材

料系数 m, C、深度比 �和循环应力幅值 S 的均值

增加,其结果将使可靠度降低.其变化率最大的为

材料系数 C,最小的为循环应力幅值. 从表 3 可以

看出,裂纹初始长度 a0、材料系数 m, C、深度比 �

和循环应力幅值S 的方差增加,其结果也将使可

靠度降低. 其变化率最大的为材料系数 C, 最小的

为循环应力幅值.

表 1 � 转轴随机变量统计特性

Table 1� Statistical characteristic of random parameters

变量名 均值 变异系数

a0 0. 5 mm 0. 05

m 2. 4 0. 1

C 5! 10- 10 0. 63

� 0. 01 0. 1

S 13. 79 M Pa 0. 34

N 6! 105 0

表 2 � 可靠度对参数均值的可靠性灵敏度分析结果

Table 2� Sensitivity of reliability to the mean value of random parameters

方法
DR
D∀a0

! 10- 2 DR
D#m ! 10- 3 DR

D�C ! 106 DR
D∀� ! 10- 2 DR

D�S ! 10- 3 & R

本文方法 - 1. 679 359 - 2. 682926 - 9. 529 159 - 4. 513 164 - 1. 504263 2. 905 715 0. 998168 1

M o nte Car lo 方法 - 1. 753 934 - 2. 80172 - 9. 952 - 4. 713 388 - 1. 555 94 2. 888 694 0. 998065 7

表 3 � 可靠度对参数方差的可靠性灵敏度分析结果

Table 3 � Sensitivity of reliability to the variance of random parameters

方法
DR
D!a

0

! 10- 2 DR
D!m

! 10- 3 DR
D!C

! 1016 DR
D!�

DR
D!S

! 10- 4
& R

本文方法 - 5. 893773 - 1. 504 263 - 1. 897647 - 0. 425666 - 1. 436 976 2. 905715 0. 998168 1

M onte Car lo 方法 - 6. 097 75 - 1. 554 64 - 1. 963194 - 4. 403 61 - 1. 4866 2. 888694 0. 998065 7

� � 从表 2和表 3可以看出, 本文方法得到的可

靠性灵敏度分析的结果与 Mo nte Carlo 法得到的

结果基本一致, 只是数值相比 Mo nte Car lo 法得

到的结果偏小, 这主要是由于采样数量所造成的.

本文方法与 M onte Carlo 法相比计算量明显减

小.上面的计算结果与通常的定性分析结果完全

一致,这进一步说明了灵敏度分析对转轴裂纹扩

展各因素分析的全面性和正确性. 从前面的灵敏

度分析可得到如下结论:在转轴的设计、制造、使

用和评估中,要严格控制敏感参数的变化,从而避

免转轴断裂故障的发生.

6 � 结 � 论

� � 转轴裂纹一直都是旋转机械的主要故障, 转

轴的疲劳寿命的评估对于转轴断裂故障的预防起

着举足轻重的作用. 本文基于 Paris�Erdogan 裂

纹扩展模型,应用随机摄动理论和四阶矩技术建

立了转轴裂纹扩展的可靠性模型, 应用矩阵微分

理论和灵敏度技术研究了裂纹扩展的可靠性灵敏

度问题.本文提出的方法相对于裂纹扩展可靠性

的二阶矩方法具有较高的精度.另外,本文对于随

机参数的分布概型没有作任何限制, 只需知道随
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机参数的前两阶矩, 所以本文采用的方法对工程

实际有着重要的意义.
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